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【研究ノート】
Arrowの一般不可能性定理についての
簡略な証明＊
廣川みどり
１イントロダクション
本稿はＡｒrow（1951,1963）の一般不可能性定理についての簡略な証
明を行うものである。
Ａｒrowの一般不可能性定理については多くの証明が存在する。（たとえ
ばKelly（1978)，Barberａ（1980)，Suzumura（1988)，Denicolo
(1996,2001)，Geanakoplos（2001）等を参照されたい｡）ここでの証明
は論理的には従来の証明と大きく異なるものではない。しかしながら，有
向グラフを補助的に用いることで，論理を簡単化でき，繰り返しを含む議
論を最小限に押さえることができる(1)。その意味で，本稿は教育を目的と
したノートとしては意味を持つであろう。
以下，次章で定理に必要な用語を定義し，第３節で２人３選択肢のケー
スについて，インフォーマルな証明を与える。そののち，定理のフォーマ
ルな証明を第４節で与える。
*久保田肇氏より，文献についての貴重な教示を受けたことを感謝する。
l）このアイディアは，Hirokawa（2001)，Chapter2の「ループ構造」のアイディアを援
用したものである。
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２Ａｒrowの一般不可能性定理
個人の集合を１V＝{1,…,〃}("三2)，選択肢の集合をＸ＝{z1,…,ｚ腕}(加
之3)とする。〃人の個人の選好順序日,…,Ｐｈとそれによって生ずる社会
的順序Ｑとは強順序（S/痂ノＯγZ/bmZgS）であるものとする(2)。社会的厚
生関数（socjZzMﾉe腕，Ｗｉ`"c肋"）／は選好プロファイルＰ＝(Ｂ,…,Ｐｈ）
に対して社会的順序Ｑ＝/(Ｐ)＝/(Ｂ,…,Ｐｈ)を割り当てるものとする。
選好プロファイルＰ＝(P1,…,Ｂ２),Ｐ'＝(P{,…,ＰＡ)に対応する社会的順
序をそれぞれ。,Ｑ'と表するものとしよう。
／についてつぎの３つの`性質を考える。
パレート性（Ｈz"わ）：任意の選好プロファイルＰ＝(P1,...,Ｆh)と任意の
２つの選択肢jrj,ｙＩＥＸとに対して，すべてのに1ＶについてjrjPtrM`で
あるならば，jUjQDUkが成り立つ。
無関係選択肢からの独立`性（j"cノビPC"ぬ"ｃｃｑ／ノブMbzﾉα"/α/彪池α"zﾉＣｓ
(IZA)）：任意の２つの選好プロファイルＰ＝(Pi,…,Ｐｈ),Ｐ'＝(P1,…，
Ｐ向)と任意の２つの選択肢ｚｊ,ｊｒｌＥＸとが与えられたとき。もし，すべて
のに１ＶについてｚｊＢｚｋ－ｚＩＰ１ｚｊが成り立っているのであれば，帰結さ
れる社会的順序に対しても以下が成り立つ：jrjqrk-zjQ'ｚｋ．
非独裁的（"o沁伽ｍｊＷｊｔｚ/）：ある個人にⅣ，任意の２つの選択肢jrj,ｚ脆
已Ｘに対してzjBjr彪＝jUjQr魔が成り立つとき，その個人を独裁者（Ｃｌ/妬
、〃）と呼ぶ。独裁者が存在しない（存在する）ときに，その社会的厚
生関数／は非独裁的（独裁的）であると言う。このとき，以下の定理が
2）強順序とは非反射性と推移性とが成り立つものをいう。Ａｒrowのオリジナル定理では，
個人の選好順序や社会的順序は弱順序で与えられている。しかしながら，弱順序も許したケ
ースについては簡単に拡張できる。実際，Denicolo（1996）のＡｒrowの定理の証明では，
最初のステップで，選択肢のペアについて無差別とする個人がひとりもいないときには，社
会的順序は無差別にはならないことを数行で示している。
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成立する。
定理（Arrowl951，1963）パレート性，１１Ａを満たし非独裁的であるよ
うな社会的厚生関数／は存在しない。
定理の証明に先立ち，本稿で扱うツールを定義しておこう。nＡによっ
て，２選択肢の間の順序づけは他の選択肢についての個人の選好とは独立
になるので，２選択肢のみの比較が意味を持つ。そこで，jrjQz化となる
ことをｚｊ→工施と表す。jU1→jU2,ｚ２→jU3,ｚ３→jU1となるときには，社会的順
序の推移性が満たされないことに注意しよう。それは図ではちょうど矢印
が一回りして戻ってくる状態として表現できる。（図１参照｡）証明では，
パレート性と１１Ａとを満たす社会的選択関数を考え，それが推移'性を満
たす（すなわち，矢印が一回りすることがない）ならば，独裁的なもので
しかありえないことを示していく。
いま，１Ｖの任意の部分集合を１V'とし，１V'’１V－１V'のなかの個人がそ
れぞれ次のように同一の選好順序を持っているものとしよう：
zjB虹ＩＧＶに１V'＆jUAcPijUJvにｊＶ－１Ｖ′
（A)のケースをｚ，｣LL今jr脆で表し，⑧のケースをjUk△L二A2＄jcjと表す。２人
一jlpm「と
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個人ノに対してjUjBjr随のときにはjUjQgr腱となるわけだが，それはjrj』＞
jUkと表す。（A)，（B)の定義より，jrj-AL･jUk勿施ｕ$zjのどちらか＿方だけ
が成立することに注意しよう。
３２人３選択肢のケースでの直観的な証明
ここでは，単純なケース（２人３選択肢）におけるインフォーマルな形
での証明を与えておく。次節での証明の前半部の基本的なアイディアは本
節で与えられる。
／をパレート性，１１Ａを満たす社会的厚生関数であるものとする。い
まMrl上>jU2であるとすると，ｊｒ３Ｌ>jU2となる(3)。なぜなら，そうでない
とするとjU2」>jr3となり，２人の選好順序がjU3Pi"1ＡU2,ｊＵ２Ｂ鉦3BjU1で
与えられたときに，１１ＡよりjU1上診z2,ｊＵ２Ｌ>工３，パレート性よりjU3」L・
z1となるため，社会的順序の推移性と抵触するためである。（図２参照｡）
このケースでは図の３角形において，ある部分で右回りに個人１の選好
が社会的に反映されて上>となり，他の部分で同じく右回りに個人２の選
好が社会的に反映され」>となったために推移性と抵触したこと，およ
び，」，とならないためには，逆方向の左回りに個人，の選好が社会的に
反映される（上>）ことが必要になったことに注意しよう。つまりある方
向で－カ所上>が生ずると，他の部分において逆方向に上骸が生ずる。そ
れを何回か繰り返すと，全ての隣り合う選択肢のペアについて，どちらの
方向にも上骸が生ずることになるのである。
実際に，jU3」>z2が成り立ったのと同様に，jr1上，､U2よりＺＩＬ>妬3が
成り立ち，さらに，工3上疹jr2よりjr3上>ｚｌが，虹1-1→z3よりjr2上>z3が
成り立つ。最後に，ｊｒ３Ｌ>ｚ'よりｊU2」→jz1が成り立つ。ここから，任意
の(jrj,ｚｋ)についてjUj-l→jr魔が成立することが示され，さらにパレート
3）簡単化のために，zj-liLrkをｒｊ－,jrkと記す。● 
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'性によって，jrjBzAE-jUjQrkが得られる。これは個人１が独裁者となる
ことを表している。
４証明
／をパレート`性，１１Ａを満たす社会的厚生関数であるものとする。証明
はステップを追って行うものとしよう。なお，証明の便利のために，
工加+'＝jr1と置く。
ステップ１：〃＝２とする。jrl-l→z2のときに，任意の(zj,工勺について
jrj」諺ｚ脂が成り立つ。
(1)はじめに’二ｋ＜ノニ加十’(/≠ﾙ,(/,k)≠(2,1))のときに，jUj上診z席が
成立することを示す。いま，そうでないものとして，jrj-l→ェ魔が成り立
たなかったとしよう。すると，（A)，（B)の定義より工施上>Zjとなる。この
とき，つぎのプロファイルを考えよう。（図３参照｡）
ZjpiZlBjr2pijUAc＆〃2Pbお化pbjUjphZl．
ｚ'￣しjU2ｚ３」－しｚ２
Ⅳルト｛!Ⅳ
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また，ルー２のときには，ｚ２Ｑｒｋは除く。）これは，社会的順序が推移性
を満たすことと矛盾する。
(2)うえの帰結により，特に，ｚ３Ｌ骸jU2,工加+'」→勿施(すなわち，ｚ'上諺
勿獅)が成り立つ(4)。ここから，（１）と同様の論理によって，１ニノ＜ルニ加十１
(/≠ｋ)となる(虹j,勿施)に対してjrj-l→zkが成立する(5)。これより，特に
jr2」>jU3が成り立つが，ふたたび(1)と同様の論理によって，ｚ２」→jr1が
成立する。したがって，すべての(zj,ｒｋ)についてｚｊ上､,脂が成り立つ
ことが示された。
残りの部分で，〃二２のケースについて考えていく。いま，１Ｖの任意の部
分集合を1V'とし，１V',ZV-1V'のなかの個人がそれぞれ同一の選好順序を
持っているものとしよう。するとステップ１と同様の論理から，：
（c）任意の〃j,ｚｍＥｘに対して，jUj-AL今ｚｋ
・ｊＶ－ｊＶ′のり任意のjUj,ｚ脆巨Ｘに対して，ｊｒＪ－－→勿應
のどちらかが成立する。
いま一般性を失うことなく，（C)が成立しているとし，このときの1V'を
勝利提携と呼び，勝利提携の集合をＷと表す。
ステップ２：Ｗについては以下の性質が成り立つ
ｖｗｅｗ,＃lWl≧１， 
Ｖｗ,ｗ'ｅＷ,ｗｎｗＥｗ， 
ヨに1V,{jにⅣ
１
１
１
 
１
２
３
 
１
く
１
(1)ＷｅＷのときにはＺＶ－Ｗ圧Ｗとなることに注意せよ。パレート性
4）jrl＝勿鰄+1,加三３より叩≠２であることに注意せよ。
5）たとえば，Ｚ3二診工2からは図４を満たすようなプロファイルを考えることによって，１ニ
ノ＜ルニ”＋l(/≠ﾉIF,(ノル≠(2,3))のときに，ｒｊ￣>rkが成立することが示される。鉱2-1→鉦３
については同様に，工励+'二m,姉から導かれる。
Ａｒrowの一般不可能性定理についての簡略な証明３６７
より，ｊＶｅＷ・の隼Ｗとなるため，任意の勝利提携Ｗに対して＃|Ｗ'三１
が成り立つ。
(2)いま示したい性質が成立していないとして，ある選択肢のペア(砥１，
jU2)に対して，
jU1Bjr2VにＷｎＷ',Ｚ２ＢｊＵｌＷｅｌＶ－ＷｎＷ',かつjr2Qrl
であったとしよう。そのとき，ｊＵ３ｅＸを新たに考え，つぎのような選好
順序を考えよう：
r'四ijr3pijU2vjeWnW'，ｊｒ２ＢｊｒｌＢＺ３ＷｅＷ－Ｗ'，
Z3BZ2pljrlVにＷ'－Ｗ，jU2Pijr3AU1vにｊＶ－ＷＵＷ'．
このとき，ＷｅＷよりjrlQr3,Ｗ'ｅＷよりDU3QDU2が成り立ち，仮定
より，jZ2qU1であったため，社会的順序の推移性に矛盾する。（図５参
照｡）
(3)いま，ある勝利提携Ｗが＃lWl≧２であったとし，その分割Ｗ'，
Ｗ"(Ｗ'≠の，Ｗ"≠の）を考える。Ｗ'’1V－Ｗ'の片方は勝利提携である。
1V－Ｗ'が勝利提携ならば(2)より，Ｗ"＝ＣＶ－Ｗ')ｎＷも勝利提携となる
ため，Ｗ'ｅＷまたはＷ"ｅＷが成り立つ。＃|Ｗ|之２のときには繰り返
しこの論理を適用して，Ｗの真部分集合で勝利提携となるものを見つめ
ることができる。これと(1)より，最小の勝利提携はひとりの個人からなる
ことが示された。
図６図５
(1) (ＷｎＷ'） 
２ 〃虹
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ステップ３：／は独裁的な社会的厚生関数となる。
ステップ２より，あるひとりの個人（一般`性を失うことなく個人１）か
らなる勝利提携が存在することが示された。すなわち，個人１以外の全員
の選好が同一であるときに，個人１の選好順序は社会的な順序と同一にな
る。残されたステップとして，個人１が独裁者となることを示す。いま，
個人１が独裁者でないとし，ある選択肢のペア(z1,jr2)に対して，ｚ１Ｂｒ２
かつz2Qz1であったとしよう。このときに，ＭⅣ〃をつぎのように定め
よう。１V'＝(jljr1BZ2}’１V"＝{ilZ2BZl}.ここでＺ３ｅＸを追加して，つ
ぎのような選好順序を考えよう。（図６参照｡）
死lpl虹3phjU2,jr3B死lpir2WelV'一(j},ｒ３Ｂ〃2Bjr1WeZV".
このとき，(1)が勝利提携であることと11Ａとにより，jr1qr3，パレー
ト性より，勿3Qr2が成り立ち，仮定より，ｊｒ２Ｑｒｌとなっていたため，社会
的順序の推移'性に矛盾する。□
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《Abstract》
Thispaperpresentsanattempttodemonstrateasimpleproofof 
Arrow，sgeneralimpossibilitytheorem（Ａｒrow（1951)，（1963))：ｉｔ 
ｍａｋｅｓｕｓｅｏｆｆｉｇｕｒｅｓａｓａｎａｕｘｉｌｉａｒｙｔｏｏＬＡｓｉｓｗｅｌｌｋｎｏｗｎ,thereare 
alreadyrnanyproofsofArrow，sgeneralimpossibilitytheoremin 
existence，includingexamplessuchasthosepropoundedbyKelly 
(1978)，Barberａ（1980)，Suzumura（1988)，Denicolo（1996)，（2001） 
andGeanokoplos（2001).Technicallyseen,theproofproposedhereis 
notsoveryfarfromitspredecessors,butthefiguresernployedshould 
makeitpossibletosimplifytheproofAsaresult,itishopedthatthe 
paperwi1lproveusefulforpedagogicalpurposes． 
